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CONSTRUCTION DE CERTAINES OPÉRADES
ET BIGÈBRES ASSOCIÉES AUX POLYTOPES DE STASHEFF

ET HYPERCUBES

FRÉDÉRIC CHAPOTON

Abstract. Stasheff polytopes, introduced by Stasheff in his study of H-
spaces, are linked to associativity. The direct sum of their cellular complexes
is the underlying complex of the A∞ operad which describes homotopy asso-
ciative algebras. In particular, there exists a quasi-isomorphism A∞ → As.

Here, we define on the direct sum of their dual cellular complexes the struc-
ture of a differential graded operad. This construction extends the dendriform
operad of Loday, which corresponds to the vertices of the polytopes. We also
define the structure of a differential graded operad on the direct sum of the
dual cellular complexes of the hypercubes. We define a quasi-isomorphism
from As to each of these operads.

We also define non-differential variants of the two preceding operads and a
morphism from As to each of these operads. We show that the free algebras
have a coproduct which turns them into bialgebras.

Résumé. Les polytopes de Stasheff, introduits pour l’étude des H-espaces, sont

liés à l’associativité. La somme directe de leurs complexes cellulaires forme le
complexe sous-jacent à l’opérade A∞ qui décrit les algèbres associatives à
homotopie près. En particulier, il existe un quasi-isomorphisme A∞ → As.

Ici, on munit la somme directe des duaux de leurs complexes cellulaires
d’une structure d’opérade différentielle graduée. Cette construction généralise
l’opérade des algèbres dendriformes de Loday, qui correspond aux sommets
des polytopes. On munit aussi la somme directe des duaux des complexes
cellulaires des hypercubes d’une structure d’opérade différentielle graduée. On
définit un quasi-isomorphisme de As dans chacune de ces deux opérades.

On construit également des variantes non différentielles des deux opérades
précédentes. On définit un morphisme de As dans chacune de ces opérades et
on montre que les algèbres libres sont munies d’un coproduit coassociatif qui
en fait des bigèbres.

Introduction

Les polytopes de Stasheff sont des objets classiques, apparus en liaison avec
l’opérade As qui décrit les algèbres associatives, plus précisément dans l’étude par
Stasheff des multiplications sur les espaces topologiques [Sta63]. La somme directe
des complexes cellulaires de ces polytopes intervient aussi comme complexe sous-
jacent à l’opérade différentielle graduée A∞ qui décrit les algèbres associatives à
homotopie près.
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64 FRÉDÉRIC CHAPOTON

On les considère ici d’un point de vue qui semble distinct de leur relation avec
l’associativité. Une opérade Dend des algèbres dendriformes, qui fait intervenir les
arbres binaires plans, a été définie par Jean-Louis Loday dans [Lod99]. Par la suite,
Loday et Ronco ont montré dans [LR98, Lod99, Ron00] que les Dend-algèbres libres
sont des bigèbres. En particulier, l’algèbre dendriforme libre sur un générateur est
une bigèbre qui admet une base indexée par les arbres binaires plans, qu’on peut
voir comme les sommets des polytopes de Stasheff. Dans [Cha00a, Cha00b], on a
construit diverses bigèbres qui toutes admettent une base indexée par tous les arbres
plans, c’est-à-dire par toutes les faces des polytopes de Stasheff. Ces bigèbres ad-
mettent pour quotient la bigèbre des arbres binaires plans de Loday et Ronco. Par
analogie avec le cas des arbres binaires plans et de l’opérade dendriforme, on peut
alors se demander si ces bigèbres sont des algèbres libres sur certaines opérades.
Cet article répond positivement à cette question, en construisant les opérades at-
tendues. On obtient ici trois extensions distinctes de l’opérade dendriforme, qui
correspondent aux différentes bigèbres construites dans [Cha00a, Cha00b].

Dans [LR98], Loday et Ronco montrent par ailleurs que la bigèbre des arbres bi-
naires plans contient la bigèbre des descentes de Solomon introduite par Malvenuto
et Reutenauer dans [MR95], nommée aussi bigèbre des fonctions symétriques non-
commutatives. Cette bigèbre admet une base qu’il est tentant d’indexer par les
sommets des hypercubes. Dans [Cha00a, Cha00b], on a défini des bigèbres ayant
des bases indexées par toutes les faces des hypercubes. Ces bigèbres admettent
pour quotient la bigèbre des descentes. On obtient ici des résultats similaires à
ceux obtenus pour les polytopes de Stasheff, c.-à-d. on interprète ces bigèbres sur
les faces des hypercubes comme des algèbres libres à un générateur pour certaines
opérades.

Comme bénéfice de cette reformulation en termes d’opérades, on obtient des
familles de bigèbres formées par les algèbres libres sur chacune de ces opérades,
le cas des algèbres libres à un générateur correspondant aux résultats de [Cha00a,
Cha00b].

Le plan de l’article est le suivant :
La première section concerne les opérades sur les faces des polytopes de Stash-

eff. Après des rappels sur les arbres plans et les arbres décorés, on y définit trois
opérades, un morphisme de As dans chacune et on montre que les algèbres libres
sont des bigèbres.

Dans la seconde section, on obtient des résultats similaires pour des opérades
sur les faces des hypercubes.

1. Opérades sur les faces des polytopes de Stasheff

1.1. Généralités sur les arbres plans. Soient n ≥ 1 et 0 ≤ d ≤ n − 1, on
note APd(n) l’ensemble des arbres plans à n+ 1 feuilles et n− d sommets internes,
chaque arête étant orientée et chaque sommet interne ayant au moins deux arêtes
entrantes et exactement une arête sortante. On appelle racine l’unique arête qui
n’est pas entrante dans un sommet interne. On considère les arêtes comme des
segments ouverts. L’entier n est appelé l’ordre de T , noté ord(T ), et d est appelé
la dimension de l’arbre T , notée dim(T ). On note Som(T ) l’ensemble des sommets
internes. On représente les arbres les feuilles en haut et la racine en bas. Cette
convention étant fixée, on peut alors parler de droite et de gauche.
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On appelle secteur d’un sommet interne s ∈ Som(T ) un couple d’arêtes entrantes
en s consécutives. Soit Sect(s) l’ensemble des secteurs de s et Sect(T ) =

⊔
s Sect(s)

l’ensemble des secteurs de T . Il y a une bijection naturelle entre Sect(T ) et
l’ensemble des couples de feuilles consécutives, donc le cardinal de Sect(T ) est
ord(T ). Moins formellement, on considère aussi un secteur comme une “zone” de
l’arbre. On note ord(s) le cardinal de Sect(s). Si v ∈ Sect(T ), on appelle sommet
de v l’unique sommet s(v) ∈ Som(T ) tel que v ∈ Sect(s).

On aura besoin par la suite de la notion d’arbre décoré.

Définition 1. Soit Γ un ensemble fini. On appelle arbre décoré par Γ un couple
(T, γ), où T est un arbre plan et γ une application de Sect(T ) dans Γ.

A la différence des arbres décorés utilisés par exemple par Connes et Kreimer
[CK98], on décore ici les secteurs et non pas les sommets.

1.2. Une opérade de groupes abéliens gradués. On va définir une opérade
AP• dans la catégorie monöıdale symétrique Abgr des groupes abéliens Z-gradués,
munie du produit tensoriel usuel et de la volte τ définie par τ(u ⊗ v) = v ⊗ u.

La forme particulière de la composition a été inspirée par la description par
Loday de la composition de l’opérade Dend, voir [Lod99, Prop. 5.11]. La notion
clé de secteur, qui permet de reformuler la composition de Dend, semble nouvelle.
On peut toutefois la rapprocher de la notion d’ “angle” introduite par Kontsevich
[KS00, p. 29] pour un usage différent. En utilisant la notion de secteur, on peut
étendre le principe de la composition de Dend des arbres binaires plans à tous les
arbres plans.

On note APd(n) le Z-module libre sur l’ensemble des couples (T, φ), où T par-
court APd(n) et φ est une bijection entre {1, . . . , n} et Sect(T ). C’est un Sn-module
libre de rang le cardinal de APd(n). On pose

AP•(n) =
n−1⊕
d=0

APd(n).

C’est un groupe abélien libre gradué ; le degré de (T, φ) est dim(T ).
Afin de définir la composition de l’opérade AP•, on introduit les notions sui-

vantes. Pour tout arbre T et tout secteur v ∈ Sect(T ), on note ∂G(v) (resp. ∂D(v))
l’ensemble ordonné de bas en haut des arêtes de T qui bordent le secteur v à gauche
(resp. à droite).

D’autre part, soit sTmin ∈ Som(T ) le sommet interne le plus bas de T . On
note SomG(T ) (resp. SomD(T )) l’ensemble ordonné de bas en haut des sommets
s ∈ Som(T ) \ {sTmin} situés sur le flanc gauche (resp. droit) de T , c’est à dire qui
sont à l’extrêmité d’une des arêtes qui limitent l’arbre à gauche (resp. à droite).

Soient S, T deux arbres plans et v ∈ Sect(T ). Soit fG (resp. fD) une application
croissante au sens large de SomG(S) (resp. SomD(S)) dans ∂G(v) (resp. ∂D(v)),
on note f le couple (fG, fD). Au quadruplet (T, v, f, S), on associe un arbre plan
T ◦fv S défini comme suit : on place l’arbre S privé de sa racine dans le secteur v
de sorte que le sommet sSmin soit superposé au sommet s(v) du secteur v de T , que
la courbe formée par le flanc gauche (resp. droit) de S soit superposée à la courbe
formée par le bord gauche (resp. droit) de v et que tout sommet de S appartenant
à une de ces deux courbes soit placé sur l’arête qui lui est associée par fG ou fD.
Il existe une bijection naturelle Sect(T ◦fv S) ' Sect(S)t Sect(T ) \ {v}. La figure 1



66 FRÉDÉRIC CHAPOTON

v

ST

Figure 1. Exemple de terme dans la composition

montre un arbre T avec un secteur distingué v, un arbre S et un exemple d’arbre
T ◦fv S pour un certain couple f .

Afin de simplifier la définition de la composition de l’opérade, on peut indexer
les opérations de l’opérade par des ensembles finis arbitraires. On définit de façon
évidente un Z-module AP•(I) pour tout ensemble fini non vide I. Soient alors
I, J deux ensembles finis non vides, S, T deux arbres plans, φ : I ' Sect(S),
ψ : J ' Sect(T ) et j ∈ J . Il suffit de définir la composition de (S, φ) placé au
secteur v = ψ(j) de (T, ψ). On pose

(T, ψ) ◦j (S, φ) =
∑
f

(T ◦fv S, ψ ◦j φ),(1)

où f = (fG, fD), fG (resp. fD) décrit l’ensemble des applications croissantes de
SomG(S) (resp. SomD(S)) dans ∂G(v) (resp. ∂D(v)) et ψ ◦j φ est la bijection entre
J \ {j} t I et Sect(T ) \ {ψ(j)} t Sect(S) déduite de ψ et φ.

Proposition 1. La composition définie par (1) munit AP• = (AP•(n))n≥1 d’une
structure d’opérade. La sous-opérade AP0 des arbres de dimension nulle est iso-
morphe à l’opérade Dend qui décrit les algèbres dendriformes.

Preuve. Soientm = #J et n = #I, alors ord(T ◦fvS) = m+n−1. Soient d = dim(S)
et e = dim(T ) ; le nombre de sommets internes de T ◦fv S est (n− d) + (m− e)− 1,
donc dim(T ◦fv S) = d + e. La composition respecte donc la graduation par la
dimension. L’unité pour la composition est l’unique arbre plan à deux feuilles et la
vérification des axiomes d’associativité et d’équivariance est immédiate. La seconde
assertion de la proposition résulte de la description des algèbres dendriformes libres
donnée dans [Lod99, 5.4].
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1.3. Une opérade de groupes abéliens filtrés. On définit une opérade ÃP qui
est une variante filtrée de AP•, sur les mêmes groupes abéliens AP•(n), avec une
composition modifiée qui ne respecte plus la graduation, mais respecte la filtration
par les sous-groupes

AP≥d(n) =
⊕
e≥d
APe(n).

La composition de l’opérade ÃP est définie de la façon suivante : soient S et T
deux arbres plans et v ∈ Sect(T ). On note ∂̃G(v) (resp. ∂̃D(v)) l’ensemble formé par
les arêtes et les sommets internes de T (sauf s(v)) qui bordent le secteur v à gauche
(resp. à droite). On ordonne ∂̃G(v) et ∂̃D(v) de bas en haut, en plaçant chaque
sommet interne entre son unique arête entrante située sur le bord et son unique
arête sortante. Soient fG une application croissante au sens large de SomG(S) dans
∂̃G(v) et fD une application croissante au sens large de SomD(S) dans ∂̃D(v) telles
que chaque sommet interne ait au plus un antécédent. On définit T ◦̃fvS de façon
similaire à T ◦fv S, voir la figure 1, à la différence que certains sommets internes du
bord de S peuvent être identifiés avec un sommet interne de T au lieu d’être placés
sur une arête.

Soient alors I, J deux ensembles finis non vides, S, T deux arbres plans, φ : I '
Sect(S), ψ : J ' Sect(T ) et j ∈ J . Il suffit de définir la composition de (S, φ) placé
au secteur v = ψ(j) de (T, ψ). On pose

(T, ψ)◦̃j(S, φ) =
∑
f

(T ◦̃fv , S, ψ ◦j φ)(2)

où f est un couple (fG, fD), fG (resp. fD) décrivant l’ensemble des applications
croissantes au sens large de SomG(S) (resp. SomD(S)) dans ∂̃G(v) (resp. ∂̃D(v))
telles que chaque sommet interne ait au plus un antécédent et ψ ◦j φ est la bijection
entre J \ {j} t I et Sect(T ) \ {ψ(j)} t Sect(S) déduite de ψ et φ.

Proposition 2. ÃP est une opérade filtrée. De plus, l’opérade graduée associée
grÃP est isomorphe à AP•

Preuve. La démonstration des axiomes d’équivariance, d’associativité et d’unité est
sans difficulté et laissée au lecteur. La seconde assertion résulte immédiatement de
la définition des compositions de ces deux opérades.

Remarque. On vérifie facilement que la somme des trois arbres à trois feuilles avec
l’indice 1 à gauche et le 2 à droite définit un élément associatif de ÃP , c’est à dire
qu’il existe un (unique) morphisme d’opérades de As dans ÃP qui envoie l’élément
12 qui représente le produit associatif sur cette somme d’arbres. Par conséquent,
toute algèbre sur ÃP est une algèbre associative.

On note FÃPV la ÃP-algèbre libre sur un objet V . Elle est munie par la re-
marque précédente d’un produit associatif. On note Ãrb(V ) l’algèbre associative
unitaire obtenue par ajout d’une unité à FÃPV .

Proposition 3. Il existe un coproduit qui fait de Ãrb(V ) une bigèbre.

Preuve. La proposition est démontrée pour la ÃP-algèbre libre sur un générateur
dans [Cha00a, Prop. 2]. Le coproduit est donné dans ce cas par une formule
purement combinatoire, en termes d’arbres plans.
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Soit Γ une base de V , alors Ãrb(V ) admet une base formée par les arbres plans
décorés par Γ. La formule pour le coproduit donnée dans [Cha00a, Form. (6)]
s’étend de façon naturelle au cas des arbres décorés. On vérifie alors de manière
exactement analogue, comme dans [Cha00a], la compatibilité avec le produit.

1.4. Une opérade dans la catégorie des complexes. Soit T un arbre plan.
On appelle arêtes extrêmes d’un sommet s ∈ Som(T ) les arêtes entrantes en s
situées le plus à gauche et le plus à droite. On note Nex(s) l’ensemble des arêtes
non-extrêmes du sommet s ∈ Som(T ) et Nex(T ) =

⊔
s Nex(s). On vérifie que le

cardinal de Nex(T ) est égal à dim(T ). On note dim(s) le cardinal de Nex(s). On
appelle orientation de l’arbre T la donnée d’une orientation or de l’espace vectoriel
RNex(T ), c.-à-d. la donnée d’un produit extérieur des vecteurs correspondant aux
éléments de Nex(T ). On définit ωs comme le produit extérieur de gauche à droite
des vecteurs de RNex(T ) correspondant aux éléments de Nex(s).

On note APdDG(n) l’ensemble des arbres plans d’ordre n et de dimension d
munis d’une orientation au sens ci-dessus. Il existe une bijection naturelle entre⊔
d APdDG(n) et l’ensemble des faces orientées du polytope de Stasheff de dimen-

sion n − 1, qui envoie les arbres de dimension d sur les faces de dimension d, voir
[Cha00b, 4.1] pour plus de détails.

On va définir une opérade APDG dans la catégorie monöıdale symétrique AbDG
des complexes de groupes abéliens, munie du produit tensoriel usuel et de la volte
τ définie par τ(u ⊗ v) = (−1)|u||v|v ⊗ u, où |u| désigne le degré de u.

Soient n ≥ 1 et 0 ≤ d ≤ n− 1. On note APdDG(n) le quotient du Z-module libre
sur les triplets (T, or, φ) où T est un arbre plan d’ordre n et de dimension d, or une
orientation de T au sens ci-dessus et φ une bijection de {1, . . . , n} dans Sect(T ),
par les relations (T,−or, φ) = −(T, or, φ), et on pose

AP•DG(n) =
n−1⊕
d=0

APdDG(n).(3)

Pour définir la différentielle δ du complexe AP•DG(n), on aura besoin de quelques
notations. Soit T un arbre plan. Une arête a de T est dite interne si ses deux
extrêmités sont des sommets internes de T . On note alors s−a le sommet initial et
s+
a le sommet final de a. On note Int(T ) l’ensemble des arêtes internes de T . Si
a ∈ Int(T ), on note Da(T ) l’arbre obtenu par contraction de a et on désigne par
sa le sommet de Da(T ) correspondant à la fusion de s−a et s+

a . On observe qu’il y
a une bijection naturelle entre Sect(T ) et Sect(Da(T )). Soit a ∈ Int(T ), on note
ordG(a) le nombre de secteurs de s+

a à gauche de l’arête a.
On peut maintenant définir la différentielle δ. Si d = n−1, on pose δ(T, or, φ) =

0. Pour 0 ≤ d ≤ n− 2, on pose

δ(T, or, φ) =
∑

a∈Int(T )

(−1)ord(s−a ) ordG(a)(Da(T ),Ωa ∧ or, φ),(4)

où Ωa est un symbole de degré un tel que ωs−a ∧ Ωa ∧ ωs+a = ωsa . Il résulte de
([Cha00b, 4.3]) que δ est bien une différentielle. Les complexes ainsi obtenus sont
les complexes duaux des complexes cellulaires des polytopes de Stasheff.

Il reste à définir la composition. Soient (T, v, f, S) comme dans la formule (1),
alors on a une bijection naturelle Nex(T ◦fv S) ' Nex(T )tNex(S). Si T est orienté
par orT et S par orS , on peut alors orienter T ◦fv S par orT ∧ orS . Si v = ψ(j), on
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pose

(T, orT , ψ) ◦j (S, orS , φ) =
∑
f

(T ◦fv S, orT ∧ orS , ψ ◦j φ),(5)

où f est un couple (fG, fD), fG décrit les applications croissantes de SomG(S) dans
∂G(v) et fD décrit les applications croissantes de SomD(S) dans ∂D(v).

Le seul point délicat dans la vérification des axiomes est l’objet du lemme suivant.

Lemme 1. La composition ainsi définie est un morphisme de complexes de
AP•DG(J)⊗AP•DG(I) dans AP•DG(J \ {j} t I).

Preuve. Pour tout couple f = (fG, fD), on observe qu’il y a une bijection évidente

Som(T ◦fv S) ' Som(T ) \ {s(v)} t Som(S) \ {sSmin} t {snov},(6)

où snov désigne le sommet où se superposent s(v) et sSmin. Dans la suite, on identifie
tous ces ensembles par ces bijections.

Par définition, δ
(
(T, orT , ψ) ◦j (S, orS , φ)

)
est égal à∑

f

∑
a∈Int(T◦fvS)

(−1)ord(s−a ) ordG(a)(Da(T ◦fv S),Ωa ∧ orT ∧ orS , ψ ◦j φ).(7)

On découpe cette somme en trois termes selon que l’on a
1. s+

a et s−a ∈ Som(S) \ {sSmin} t {snov},
2. s+

a et s−a ∈ Som(T ) \ {s(v)} t {snov},
3. les autres cas.
Le terme correspondant au cas 1. se réécrit∑
a∈Int(S)

∑
f ′

(−1)ord(s−a ) ordG(a)
(
T ◦f ′v Da(S), (−1)dim(T )orT ∧ Ωa ∧ orS , ψ ◦j φ

)
,

où f ′ est un couple (f ′G, f
′
D), f ′G une application croissante de SomG(Da(S)) dans

∂G(v) et f ′D une application croissante de SomD(Da(S)) dans ∂D(v). Ce premier
terme est donc égal à

(−1)dim(T )(T, orT , ψ) ◦j δ(S, orS , φ).(8)

Le terme correspondant au cas 2. se réécrit de manière similaire, en distinguant
selon que a appartient à ∂G(v)t∂D(v) ou non. On montre de la sorte que ce terme
est égal à∑

a∈Int(T )

∑
f ′

(−1)ord(s−a ) ordG(a)(Da(T ) ◦f
′

v S,Ωa ∧ orT ∧ orS , ψ ◦j φ),

où f ′ est un couple (f ′G, f
′
D), f ′G une application croissante de SomG(S) dans ∂G(v)

et f ′D une application croissante de SomD(S) dans ∂D(v). Ce second terme est
donc égal à

δ(T, orT , ψ) ◦j (S, orS , φ).(9)

Montrons que le terme correspondant au cas 3 est nul. Nécessairement, on a
a ∈ ∂G(v) t ∂D(v). Montrons que le terme correspondant à a ∈ ∂G(v) est nul, le
cas a ∈ ∂D(v) étant similaire.

Soit a ∈ ∂G(v). On distingue deux cas :{
s−a ∈ SomG(S) et s+

a ∈ Som(T ) \ {s(v)},
s+
a ∈ SomG(S) et s−a ∈ Som(T ) \ {s(v)}.

(10)
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On définit une bijection entre les deux parties de l’ensemble de sommation cor-
respondant à ces deux cas. A un couple (f, a) avec

s−a ∈ SomG(S) et s+
a ∈ Som(T ) \ {s(v)},(11)

on associe le couple (f ′, a′) obtenu comme suit : le couple f ′ = (f ′G, f
′
D) est défini

ainsi : f ′D = fD, et f ′G cöıncide avec fG sur SomG(S), sauf en le sommet s−a de S,
où f ′G(s−a ) est l’arête sortante du sommet s+

a de T . L’arête a′ est l’unique arête de
T ◦f ′v S de sommet initial s+

a et de sommet final s−a . Dans cette situation, T ◦fv S
et T ◦f ′v S ne diffèrent que par un changement local au voisinage des sommets s−a
et s+

a , voir les configurations de gauche et de droite de la figure 2.

a
a’

(f,a) (f’,a’)

Figure 2. Configurations locales

On a alors Da(T ◦fv S) = Da′(T ◦f
′

v S), c’est l’arbre correspondant à la configu-
ration du milieu de la figure 2.

On va montrer que les deux termes correspondant à (f, a) et (f ′, a′) sont opposés.
Comme ordG(a) = ord(s+

a ), le terme associé à (f, a) est

(−1)ord(s−a ) ord(s+a )(Da(T ◦fv S),Ωa ∧ orT ∧ orS , ψ ◦j φ).(12)

Comme ordG(a′) = 0, le terme associé à (f ′, a′) est

(Da′(T ◦f
′

v S),Ωa′ ∧ orT ∧ orS , ψ ◦j φ).(13)

Il s’agit donc de montrer que les orientations (−1)ord(s−a ) ord(s+a )Ωa ∧ orT ∧ orS et
Ωa′ ∧ orT ∧ orS sont opposées. Le sommet initial de a′ correspond au sommet s+

a

de S, son sommet final au sommet s−a . Par définition des symboles Ω, on a

ωs−a ∧ Ωa ∧ ωs+a = ωs+a ∧ Ωa′ ∧ ωs−a ,(14)

donc

Ωa ∧ ωs−a ∧ ωs+a = (−1)dim(s+a ) dim(s−a )+dim(s+a )+dim(s−a )Ωa′ ∧ ωs−a ∧ ωs+a .(15)

Le fait que, pour tout arbre T et pour tout s ∈ Som(T ), on ait ord(s) = dim(s) + 1
permet de conclure que les signes sont opposés. Par conséquent, la somme des
termes dans le cas 3 est nulle. Ceci termine la démonstration du lemme.

Proposition 4. La composition définie par (5) munit APDG = (AP•DG(n))n≥1

d’une structure d’opérade différentielle graduée.
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Preuve. La démonstration des axiomes d’équivariance, d’associativité et d’unité est
sans difficulté et laissée au lecteur.

Remarque. On vérifie facilement que la somme des deux arbres à trois feuilles de
dimension nulle avec l’indice 1 à gauche et le 2 à droite définit un élément asso-
ciatif fermé de APDG, c’est à dire qu’il existe un (unique) morphisme d’opérades
différentielles graduées de As dans APDG qui envoie l’élément 12 qui représente
le produit associatif sur cette somme d’arbres. Ce morphisme est un quasi-
isomorphisme, c’est à dire qu’il induit un isomorphisme en homologie. Par con-
séquent, toute algèbre sur APDG est une algèbre associative.

On note FAPDGV la APDG-algèbre libre sur un objet V . Elle est munie par la
remarque précédente d’un produit associatif. On note ArbDG(V ) l’algèbre associa-
tive unitaire obtenue par ajout d’une unité à FAPDGV .

Proposition 5. Il existe un coproduit qui fait de ArbDG(V ) une bigèbre différen-
tielle graduée.

Preuve. La proposition est démontrée pour laAPDG-algèbre libre sur un générateur
dans [Cha00b, Thm. 2]. Le coproduit est donné dans ce cas par une formule
purement combinatoire, en termes d’arbres plans.

Soit Γ une base de V , alors ArbDG(V ) admet une base indexée par les arbres
plans décorés par Γ. La formule pour le coproduit donnée dans [Cha00b, 4.5] s’étend
de façon naturelle au cas des arbres décorés. On vérifie alors de manière exactement
analogue, comme dans [Cha00b], la compatibilité avec le produit.

2. Opérades sur les faces des hypercubes

2.1. Généralités sur les hypercubes. Soient n ≥ 1 et 0 ≤ d ≤ n− 1, on appelle
montagne d’ordre n et de dimension d un (n − 1)-uplet d’éléments de {−1, 0,+1}
comportant exactement d zéros. On représente une montagne par une ligne brisée
de n−1 segments dont la direction est NO-SE, O-E ou SO-NE selon que le coefficient
est +1, 0 ou−1. On appelle montagne numérotée la donnée d’une montagne d’ordre
n et d’une indexation par l’ensemble {1, . . . , n} des extrémités des segments (voir
Fig. 3).

Soit Γ un ensemble fini. On appelle montagne décorée par Γ un couple (C, γ), où
C est une montagne et γ une application de l’ensemble des extrémités des segments
de C dans Γ.

2.2. Une opérade de groupes abéliens gradués. On va définir une opérade
MN dans la catégorie monöıdale symétrique Abgr . Soit MNd(n) l’ensemble des
montagnes numerotées d’ordre n et de dimension d. On noteMN d(n) le Z-module

4

3

6 2

5

1

7

Figure 3. Exemple de montagne numérotée : (+1,−1, 0,+1,−1,−1)
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libre sur MNd(n) etMN •(n) =
⊕n−1

d=0MN
d(n). Par commodité, on étend comme

précédemment ces définitions aux ensembles finis. Soient alors I, J deux ensembles
finis, B ∈ MN(I), C ∈ MN(J) et j ∈ J . On définit C ◦j B comme la montagne
numérotée obtenue en remplaçant dans C le point j par la montagne B (voir Fig.
4).

Proposition 6. La composition ci-dessus définit une structure d’opérade surMN
= (MN •(n))n≥1.

Preuve. La composition respecte la graduation par la dimension. La démonstration
des axiomes d’équivariance, d’associativité et d’unité est sans difficulté et laissée
au lecteur.

Remarque. On vérifie facilement que (−1)+(0)+(+1) avec l’indice 1 à gauche et le
2 à droite définit un élément associatif deMN , c’est à dire qu’il existe un (unique)
morphisme d’opérades de As dans MN qui envoie l’élément 12 qui représente le
produit associatif sur cette somme de montagnes. Par conséquent, toute algèbre
sur MN est une algèbre associative.

On note FMNV laMN -algèbre libre sur un objet V dans Abgr. Elle est munie
par la remarque précédente d’un produit associatif. On note Cub(V ) l’algèbre
associative unitaire obtenue par ajout d’une unité à FMNV .

Proposition 7. Il existe un coproduit qui fait de Cub(V ) une bigèbre.

Preuve. La proposition est démontrée pour laMN -algèbre libre sur un générateur
dans [Cha00a, Prop. 3]. Le coproduit est donné dans ce cas par une formule
purement combinatoire, en termes de montagnes.

Soit Γ une base de V , alors Cub(V ) admet une base indexée par les montagnes
décorés par Γ. La formule pour le coproduit donnée dans [Cha00a, Lem. 5] s’étend
de façon naturelle au cas des montagnes décorées. On vérifie alors de manière
exactement analogue, comme dans [Cha00a], la compatibilité avec le produit.

2.3. Une opérade dans la catégorie des complexes. Soit B une montagne,
c.-à-d. un (n− 1)-uplet de coefficients {−1, 0,+1}. On note Zer(B) l’ensemble des
coefficients nuls de B ; le cardinal de Zer(B) est donc égal à dim(B). On appelle
orientation de B la donnée d’une orientation or de l’espace vectoriel RZer(B) c.-
à-d. la donnée d’un produit extérieur des vecteurs correspondant aux éléments de
Zer(B). On note MNd

DG(n) l’ensemble des montagnes numérotées d’ordre n et de
dimension d munies d’une orientation au sens ci-dessus. On observe qu’il y a une
bijection naturelle entre les montagnes orientées d’ordre n et de dimension d et les
faces orientées de dimension d de l’hypercube de dimension n− 1.

B CC o B

j

Figure 4. Composition de montagnes : C ◦j B
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On va définir une opérade MNDG dans la catégorie AbDG. Pour n ≥ 1 et
0 ≤ d ≤ n − 1, on note MN d

DG(n) le quotient du Z-module libre sur les couples
(B, or) ∈ MNd

DG(n) par les relations (B,−or) = −(B, or), et on pose

MN •DG(n) =
n−1⊕
d=0

MN d
DG(n).(16)

On définit la différentielle du complexe MN •DG(n) comme suit :

δ(B, or) =
n−1∑
i=1

B(i)
(
Di(B), i ∧ or

)
,(17)

où B(i) désigne le ième coefficient de B et où Di(B) est défini par{
Di(B)(j) = B(j) si j 6= i,

Di(B)(i) = 0.
(18)

Soient I, J et B,C comme plus haut, alors on a une bijection naturelle Zer(C◦jB) '
Zer(B) t Zer(C). Si B est orienté par orB et C par orC , on peut alors orienter
C ◦j B par orC ∧ orB .

Proposition 8. La composition définie par

(C, orC ) ◦j (B, orB) = (C ◦j B, orC ∧ orB)(19)

munit MNDG = (MN •DG(n))n≥1 d’une structure d’opérade.

Preuve. La vérification que la composition est un morphisme de complexe et celle
des axiomes d’associativité, d’équivariance et d’unité est immédiate.

Remarque. On vérifie facilement que (−1) + (+1) avec l’indice 1 à gauche et le 2
à droite définit un élément associatif fermé de MNDG, c’est à dire qu’il existe un
(unique) morphisme d’opérades différentielles graduées de As dansMNDG qui en-
voie l’élément 12 qui représente le produit associatif sur cette somme de montagnes.
Ce morphisme est un quasi-isomorphisme, c’est à dire qu’il induit un isomorphisme
en homologie. Par conséquent, toute algèbre sur MNDG est une algèbre associa-
tive.

Soit FMNDGV la MNDG-algèbre libre sur un objet V dans AbDG. Elle est
munie par la remarque précédente d’un produit associatif. On note CubDG(V )
l’algèbre associative unitaire obtenue par ajout d’une unité à FMNDGV .

Proposition 9. Il existe un coproduit qui fait de CubDG(V ) une bigèbre différen-
tielle graduée.

Preuve. La proposition est démontrée pour laMNDG-algèbre libre sur un généra-
teur dans [Cha00b, Thm. 3].

Soit Γ une base de V , alors CubDG(V ) admet une base indexée par les montagnes
décorées par Γ.

La construction du coproduit donnée dans [Cha00b, 5] s’étend de façon naturelle
au cas des montagnes décorées. On vérifie alors de manière exactement analogue,
comme dans [Cha00b], la compatibilité avec le produit.
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